Overzicht van de voornaamste methoden voor de getijberekening in zeearmen en benedenrivieren by Braakman, T.C. & Veltkamp, G.W.
• 
Rapport ToWo '19 
Overzicht van de voornaamste methoden voor de 
getijberekening in zeearmen en benedenriviereno 
• 
door 
ToCoBraakman en GoW.Veltkampo 
• April 
1953 
• 
• 
• 
,, .. ~!Z.~11,cJ?.~, Y,~nlltil&qll~ ,,:V,~~~~~~~l'P.~,~.~. ~,~.t,!l~~e!J.. ,YzOor <?;,8 R~t~,J.~er,e~~.ni,ng ~:q 
zeearmen en benedenrivieren. 
\Ve nemen aan dat we te maken hebben met een bewegende, incompreaei-,. 
bele vloeiatof zonder inwendige wrijving in een recht kanaa.l met eve11 
wijdige, verticale wanden, waarin dwarsstromen verwaarloosd kunnen 
word en .. y = 11 x, t geeft de stand van de vrije waterspiegel aan ten 
opzichte va.n een of a.nder horizontaal nulvlak y ... O,. ·· b. v. NAP·., ter-
wijl de verg·elijking van de bodem wordt gegeven door y ··- -d · x · .• 
"""'y 
• 
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De bewegi svergelijkingen worden nu gegeven door de continuiteitsver-
gelijking en de vergelijkingen van Euler voor twee dimensies~ 
a. P.~"'' 9o;ntinu1.":t.~.i ~,s:y,erg~li kin ~ 
Wanneer we de horizentale snelheidscomponent v noemen en de verticale 
component u, luidt deze vergelijking: 
V + U = 0 1.1 
X _Y 
b. P.~ dy~~mi~~~e ye,~,B~3:-.~j~i~gen~ 
Bij afwezigheid van ui twendige krachten, met_ui tzondering van de 
zwaartekracht, luiden de vergelijkingen van Euler: 
dv 
du 
dt 
~ V + VV t X + 1..'lV y 
+ uu) y -p y 
1. 2 
g 1. 3 
• waarin de dichtheid is, en p de overdruk ten opzichte van de at-
mospherische druk. 
c. De randvoorv1aarden. 
Deze luiden 
y .... ¥'\ x,t•· : p 
u ... , 
y ::: -d X : u 
0 
') t + v~n lX 
-v d 
• X 
( 1 • 4) 
1 • 5 
1. 6 
Teneinde de vergelijkingen te herleiden, 
tussen de grenzen -d ·en ~ . Di t levert: 
integreren we 1.1 naar y 
·~ . n d \ 
. V dy· 
-d X . =--.-- V dy + QX 
-d 
Uit 1.5 en 1.6 volgt echter~, dat ook geldt: 
u rt . - u -d = t + V. Tl · ... '1 X + V 
zodat: 
n ..... . , ( t .. .,. . • • V dy . 
• 
We nemen nu a.an, dat het drukverval in verticale richting l1etzelfde 
is als in de hydroatatica, m.a.w. we nemen aan, dat de verticale ver 
. . . du 
venva,arloosbaar is. Ui t 1. 3 volgt dan: 
Deze aanna.me is niet v1illekeurig, zie 
1.8 en 1.4 geeft direct: 
p "' - ., g . 11 - y ) ' 
zodat: 
g. I? x' 
dus onafhankelijk 
") 
• Iii ' 
opmerking a. Combinatie van 
. . dv 
a.fhar1kelijk is van y, d.w.z.: de horizontale versnelling is in alle 
punten van een verticaal hetzelfde~ We kunnen aannemen, dat op zeker 
0 was. Hieraan is b.v. voldaan wanneer het wate~ 
eens in rust is geweest .. We zien echter, dat dan steeds geldt, dat 
v = O, d.w.z.: ook de horizontale snelheid is voor alle punten van y 
een verticaal hetzelfde. :Sij bovengenoemde aanname gaat .. 1.2 derhal-
ve over in: 
Vt + VVX + gr'f X 
Terwijl uit 1.7 volgt: 
o. 1. 9 
0 .. 1. 10 
We hebben dus twee niet-lineaire eerste orde vergelijkingen voor ti En "'7. 
In de practijk geeft 1.9) de toestand niet juist weer, daar we bij 
de waterbeweging te maken zullen hebben met een weerstandsterm. Deze 
moeten we daarom aan 1.9 toevoegen. 
Voorts kunnen we de continuiteitsvergelijking 1.10 in lineaire 
gedaante brengen, door in te voeren de variabele Q x,t, dat is de 
stroom per tijdseenheid door een verticale doorsnede, dus 
Q bhv 
' 
• waarin b de breedte is van het kanaal en h x,t + d(x 
1 • 11 ) 
de 
hoogte van de waterspiegel boven de bodem. b zullen we, hoewel de 
wanden van het kanaal tot nu toe even?1ijdig zijn verondersteld, toch 
behandelen als een functie van x, daar bin de practijk natuurlijk 
kleine afwijkingen zal vertonen; bij -. otere afwijkingen zal men i.h.a 
aparte stukken van het kanaal beschouwen, waarop b nagenoeg constant 
is., Bij invoering van Q krijgt (1.9 een onprettige g,edaante,. zodat 
we beide variabelen naast elkaar zullen gebruik,en. De 
gingsvergelijkingen, waarvan uitgegaan zal worden bij 
methoden voor de getijberekeni .. •, worden derhalve: 
algemene bewe•-
de verschillende 
de continuiteitsvergelijkingi 
+ q, 0 1 • 1 2 
.J. 
of, in de variabele v: 
1 
en de dynamische vergelijking: 
X X o. 
• 
0 1 . 12a 
1 • 13 
Hierin is in de continuiteitsvergelijking toegevoegd de term q x,t. 
lateral dis-, 
charge per tijds- en per lengte-ee ~eid uit het kanaal, b~v. wan-
neer naastliggende polders worden overstroomd. 
a:fgeleid, dat de 
en 
1 0 14 
waarin C = de constante van 
d. i. de oppervlakte van een dwarsprofiel gedeeld door de ''bevochtig-
de lengtew• van de begrenzing van een dwarsprofiel. 
In de beschouwde problemen veronderstellen we het dwarsprofiel 
geeft~ 
Eventueel kan 
weergeeft van 
nader in. 
• l 
r 
• 1S 
\ v\ • V 
een windkracht aan 
1 • 1 5 
worden opgenomen, die de invloed wee 
de oppervlakteo Hierop gaan we niet 
a. Stoker en Friedrich$ [10 herleiden de exacte vergelijkingen van 
Euler door de oplossing te ontwikkelen naar een parameter. In hun 
paragraaf over ''shallow water theory'' veronderstellen zij deze para-
meter klein en de vergelijkingen voor de eerste orde termen zijn dan 
meter, waarnaar ontwikkeld wordt, is het product van de kromming van 
het wateroppervlak en de diepte, in een bepaald punt op een bepaald 
tijdstipc. 
In het probleem van de getijberekening is deze parameter steeds 
klein, en daarom ligt de in 14 gemaakte veronderst~lling, dat de ver-
ticale versnelling 
b. .Ala eerste benadering voor ( 1. 12 en 1. 13 kt1nnen we het geidealj 
seerde geval nemen van de wa·terbeweging in een recht kanaal met rechi 
hoekige doorsnede en horizontale bodem · = , zodat de waterdiepte 
' 
0 
opzichte van z, en da.t er geen weerstand is. I{ierui t volgt, da t vvx --·· 
2 . 
v~ -- . 
en: 
X 
gz + X 
waaruit direct volgt: 
en: 
z 
xx 
houden dan over: 
1 0 
1 
0 
1 
- ztt"' 
0 
o. 
· 2. 1 · 
2.4 
Hierui t blijkt, dat · 1. 12) en 1. 13 onder de gemaakte veronderst,-- -
lingen overgaan in de eendimensionale golfvergelijking. Tevens zi,en 
we, dat de theoretische voortplantingssnelheid van een storing in het 
kening zal dit niet het geval zijn, tengevolge van de verwa.arloosde 
termen 
voer · " 
c. We merken op, dat de vergelijkingen 1.12 en 1.13 aequivalent 
zijn met de vergelijkingen uit de gasdynamica voor een dimensions.le 
r ~ 
stroming van een polytroop gas met exponent ( = 2. Zie b.v. 9 en_1Q 
d. Wanneer we 1.12 en 1.13) willen gebruiken ter berekening van de 
waterbewegi.ng in zeearmen of benedenrivieren ender invloed van de ui t 
zee komende getijbeweging, is aan de gemaakte veronderstelling van 
een recht kanaal met evenwijdige, verticale wanden natuurlijk geene?~ 
voldaan. We benaderen een benedenrivier echter door een aantal rechte 
stukken met rechthoekige doorsnede en een zeearm door een geulennet, 
uitgaande van waarnemingen. Dit is b.v~ uitgevoerd voor de Waddenzee 
door de Staatscommissie Zuiderzee 2 .) Bovendien spelen in dit geval 
nog andere krachten een rol, zoals de Corioliskracht tengevolge van 
de a.ardrotatie en centrifugaa.lkrachten bij een gebogen geul of riviei· 
alsmede de aantrekkingskracht van de maan. Deze worden echter verws 0 .~. 
loosd. 
e. In .· 1 . 1 3 . noemt men vv 
X 
2 v· 
r.1.a.ngterm. We kunnen voor ·. 1. 13 •· .. 
-term en 
ook schrijven: 
• 
• 
ale 
H """' h•· · 1111(1 .• 
+ gi X . r 
2 V 
-
0 
H is de h. draulische ati · .· oo te energy-head ; de hoo e boven het 
0-niveau van de waterapiegel in een verticale buia met omgebogen uit-
einde, dat tegen de stroom in gericht is zie fig.· 
':I 
• H 
Deze grootheid !I is belangrijk bij knooppunten, waar meerdere kanalen 
samen komen. Hier geldt n.l.: 
en 
E Q. = 0 algebra!ache som 1 
2 ••• 
2. 5 . geldt n. l. niet alleen voor een geheel kanaa.l., maar ook lan.gs 
iedere str omlijn. Integratie van 
dan, bij ve:rwaarlozing van het verlies door 
weerstand en versnelling ·dus 
jes integratieweg) dat: 
-·-----
,., .... , t• 
----
1 
t 
t 
• 
• ,I 
; 
~ 
I 
, 
, 
In aen knooppunt van een geulennet hebben we due evenveel randvoor-
waarden als onbekende variabelen. De uiteinden van geulen, die niet 
samenkomen met andere geulen, liggen hetzij bij de zee, a.lwa.ar h be-
i kend ia als functie van t ui t waarnemingen, hetzij bij de kust, · waar : 
geldt da.t Q = O. Het aantal randvoo.r•ffa.arden voor 1.12) en 1.13 is 
due gelijk aa.n het aa.ntal variabelen. 
Bij de berekening van de getijden zoeken we van de niet,,·,lineaire ver-
gelijkingen 1.12 .· 
periodieke funotiea 
en 1 • 13 . ~eriodieke, op,lossinge?l;. Daar het voor 
· I_ 1 01 F 7 u.,r L. ilk J 7 IIIF.1 If 
meest geechikte fo:":r~:oe.li:a.m~ ,JFourier·-analyae bi j 
'"'"" . • _., "· ·1:°' 
ni•et-lineaire vergeli kingen tot grate moeilij eden aanleiding gee:ft11 
hee:ft men aa11va • ·. elijk vooral getra.cht, de vergelijkingen te lineari-
eeren ··.11neaire methoden • Daarnaast beetaan de z •. g. exacte methoden 11 
die ui t an van de volledige differentiaalvergelijkin.gen en waarbij 
hat periodieke kara.kter van de optredende functies niet easentiijel 
:bruikt wordt. 
A. Lineaire methoden. 
' 
• 
' 
" 
,, 
1 .·.· In de theorie van het ontstaa.n van getijden op oceanen waar na.tuUI' 
lijk de maankrachten in de beachouwin.gen betrokken moeten worden •. 
lineariaeert men de vergelijkingen geheel, en laat men de weer-
stand weg vgl. Jnz:nb 3 • 
2 · der voorzitterschap van Lorentz heeft de Staataoonnniasie Zuider-
zee van 1918 2 berekeningen uitgevoerd in verba.nd met de na. het 
laggen van de Afslui tdijk te verwachten vloedhoogten. Lorentz line-
ariseerde de vergelijkingen geheel en verv-ing de weeratandsterill op 
ingenieuze wijze door een lineaire terrn. Zodoende kreeg hij oplos-
singen met de frequentie van het hoofdgetij, het z. g. · · -getij 
maansgetij met periode van 12 uur 25 minuten, dat voor West-
Europa overheersend is. 
r,:Iaz1J:re heaft in zijn diasertatie in 1937 deze methode enigs-
zins uitgebreid, ter'wijl Dro.- ers [81 ook hogere ha.rmonischen bere-
kent. 
3. Hoewel geen mathematische 
,, 
het werk van van Veen . ,2 
methode, valt onder deze categorie ook 
, die met electrisohe modellen werkt. 
8. Exacte methoden. 
-'),: 
•, 
1 Lorentz heeft ook een methode aangegeven voor het vmnden van oplos-
singen in de vrm van machtreeksen. Na de Staatsconm.tissie is door 
4_ 
Dronkers _.,9· ,,,[· ·• met deze me tho de gewerkt. 
' 
2 Belangrijker zijn de pogingen om de vergelijkingen op te lossen mei 
daan in 1900 door Ma.ssau 1 · , doch zij ·. werk ward vergeten en pas 
in ca. 1945 herontdekt vgl. Holsters ·. _ . Schonfeld heeft in zijn 
- ia., dissertatie 13) daze methode zeer verdiept en in tal van algemene 
beschouwingen over golfvoortplanting toegepast. 
4. De lineaire methode. 
Lorentz deed zijn onderzoekingen naar aa.nleiding van de problemen ten 
• 
aanz1en van de afsluiting van de Zuiderzee. Hij kon daarom veronder-
benedenr·ivieren is teng·evolge van de 
bovena · o·er in het algemeen de 
Mazure beschouwde dit geval. 
Lorentz lineariseert ,1.12. en 1.13· nu als volgt: 
brengt hij ach-
teraf een correctie aa.n in de oplossing. 
c. Voorta verva.ngt hij de ··. · adra. tische weerata.ndawet .·.1. 15. door een 
lineaire: 
• 
~ kv J.. w» . ll 
r .. 4. 1 . 
Hierbij dient k voor iedere geul afzonderlijk te worden bepaald. De 
vergelijkingen gaan dan over in het volgende lineaire stelsel: 
en 
Q = 0 X 
z + X + kv 0 4.2 
of bij eliminatie van v met Q bh v · b constant aangenomen •. 
0 
0 
·Q + b,,..,. z 
0 X 0 ·. 4. 4 
We kunnen 
oplossing 
dit lineaire stelsel integreren en in het bijzonder is een 
mogelijk, waarbij Q en z enkelvoudig harmoniache functies 
• • 
Z1Jll van de met 
te: 
Q 
z 
met n frequentie 
freq_uentie van 
-getij. 
de gedaa 
4.5) 
4.6) 
De vraag is nu, hoe kin 4.1) moat worden bepaald, opdat de zo ve 
kregen oplossingen zo goed mogelijk de toestand weergeven, die 1t ·1ant-
woordt aan de bewegingsvergelijking met kwadratische weerstand. Lorer. 
deed dit met behulp van een physische voorwaarde, de z.g. arbeidsvoo! 
waarde, die we straks zullen behandelen. ?,!azure echter redeneerde a.lf: 
volgt: 
Een stel oplossingen van 
1.12 en 1.13 , indi~n 
aan de vergelijking, die 
4.3 en 4.4 · zal oak een oplossing zijn va 
dez6 oplossingen bovendien voldoon · ~ 
me:c kri jgt, doo1" de linkerleden van ( 1 .13 e 
4.4 van elkaar 
1.13 wordt bij 
met 
en 4 .. 2 levert 
Aftrekken levert 
af te trekken, en 
verwaarlozing van 
subst. van 1.15 
dit gelijk nul te stellen. 
de Bernouilli. term en onder ae~nnam 
• 
• 
\ V\. V 
de vergelijking, waaruit k bepaald moet worden: 
l V \. V kv 0 ·4.7• 
0 
We eisen bovendien, dat de oplossing de gedaante heeft: 
·4.8 . 
• 
• 
··· 4. 8 · subs ti tueren we in · 4. 7) . Een 
8 OOB·nt-
Fourier,,.,•analyse levert: 
·coant- • cos·nt-cn .•c: 
T 1f . 
-waardoor ui t ·•··. 4. 7 
2 
volgts 
+ cos_ n_t __ 
+. . • . 
3 Tf 
+ ••• termen met hogere frequentie •.• 
kv .cos nt-o .. 0 
+ ••• 
zodat we vinden dat de termen met 
-frequentie tegen elkaar weg~ 
k 
vallan, als: 
8 V 0 
• lli7 ◄2ts> i 
C h 0 
.· 4. 9 · 
Hier is V weliswaar een functie van x, maar door het nemen van ge-o 
middelde waarden kunnen we voor niet te la.nge stukken van een geul k 
als constante beschouwen, die echter dus geul voor geul moet worden 
bepaald uit de waarnemingen. 
4.9) volgt ook uit Lorentz'arbeidsvoorwaarde, die luidt: 
we bepalen voor iedere geul k zo, dat bij een volle stroomschommeline 
de negatieve arbeid van de fictieve~ door k bepaalde weerstand, gelij~ 
is aan die van de werkelijke weerstand, die door C bepa.ald wordt. 
en stellen we weer v=v cos nt-o· 
dan is de bedoelde arbeid 
waarin 
Na deling · 4.10 
.n 
gi V dt 
r 
door 
4. 10 
1 • 15 en 4 .1 . 
juist de eerste Fourier-
, 
coefficient voor, bij ontwikkbling van i , zodat de 
r arbeidsvoorwaarde 
aequivalent is met de methode van Mazt1re, daar deze kook juist zo-
danig bepaalde, dat de Fourier-•coefficienten met de 
tegen elkaar wegvielen. 
Volgens de boven uiteengezette methode zijn door de Staatscommissie 
vele bArekeningen uitgevoerd. Mazure heeft deze theorie ook geschikt 
van x. Daar hierbij evenvvel geen essentiele veranderingen in de 
methode optreden, laten we dit a.chterwege. .,I 
Voorts is het mogelijk ten koste van moeizame berekeningen analoog 
hogere harmonische termen te berekenen. Hiervoor verwijzen we ech"ter 
naa.r [ 51 en naar een artikel van Dronkers. (8] . 
5. De exacte methode. 
Bij daze methode verwaarloost Lorentz weliswaar de J3ernouilli-
term en neemt 
• 
1012 en 1.13 leveren: 
• 
• 
met: al 5.3 en 
9 
0 
0 
• 
5. 1 
5.2 
5.4 
Deze·vergelijkingen worden eenvoudig van gedaante, door • • irtvoering 
van de nieuwe variabelen: 
X X 
' 
.Q 
b ' z 
• 
ex • z 
De vergelijkingen leveren dan strepen weer weggelaten: 
en 
We stellen nu: 
z t z1 t i z X + 2Z2 Cr 0 
••• Q' t t • X + 
We dat z t 
+ zx + 
t 2 .x 
2 t ~x 
0 
Q 
1 
b 
1 
• 
Q 0 
Z3 t + • • • 
t + ••• 
bekend 
De coefficienten warden dan achtereenvolgens bepaald 
• • 
t +Qt O t; 
0 
t 
• 
0 
enz. 
5.5 
5.6 
5.7 
5.8 
zijn dus aan-
gemeten word t . 
uit: 
Heeft men zo enige coefficienten bepaald, dan kunnen met behulp van 
• 
5.7 en 5~8 de hoogte en de stroom aan het eind& van de geul bepaa~ 
warden. x=l O 1 moet zo gekozen worden, dat de reeksen nog behoor-
lijk convergeren, zodat met 
In de practijk kent men wel 
niet teveel termen volstaan kan wordeno 
" 
onvertakte geul bekend zijn aan het andere uiteinde. 
en gaat na of dit klopt. Reeds bij een 
onvertakte geul is het rekenwerk niet gering, bij een geulenstelsel 
wordt het enorm; de methode levert evenwel, vooral bij niet te grote 
1, zeer betrouwhare resultateno 
6. Karakteristiekentheorie. • 
De vergelijkingen 101 2a en 1 • 13 • • het type Z1Jll van 
a11ux + a12v x 
6. 
a21ux + a22v x + h2 
waarin a en h functies van u, v, x en y zijn. · 
We kunnen stelsels van dit type algemeen behandelen en in een 
vorm brengen, die geschikt is voor theoretische discussie en nu.meri1 
- . ke behandeling zie Sauer 1,~J , Courant - Friedrichs CJ , Schonfeld 
(21 z. 
.. • 1 j 
x,y' V u 
een oplossing van 
x,y-,vlako Langs K 
6. 1 • Zi j X y s een kromme Kin het 
De 
lijkingen 6 ~ 1 
nemen u en v de waarden us = u x s ,Y s 
aan. Differentiatie naar s levert 
• u 
• V 
V 
en 
tot en 
en 6.3 o Indian de determinant~ van dit stelsel 
6. l 
het indien K zodanig is, dat juist wel ~ = O. Dan is het stelsel al• 
leen compatibel als de rang van de matrix van het i. omogene stelse] 
gelijk is aan de rang van die van het homogene stelsel. Indien deze 
dus 3 is in het geval dat hij < 3 is, kunnen we de vergelijking 
6.1 veel eenvoudiger behandelen; we beschouwen dit verder niet 
moet ook: 
I a21 
rang t • \X I 
• 
' 
' 
• X 
0 
u 3 
• • y V 
6. 
\ 0 
Het is eenvoudig in te 
deze eis aequivalent is 
• 
zien, dat, mits x 0, wat we verder aannemei 
0 
a21Y 
Hieruit volgt 
' I 
1 
• 
.2 y ,,, . ... ) 
l 
met de volgende 
. - . . 
a12Y 
. - . . 
a22Y 
+ 
a12 I•• }xy 
a22; a23 
1 
·2 X 0 
6. ~ 
Deze vergelijking levert in het algemeen in ieder punt x, y, u, v 
twee richtingen y: x. Indien deze richtingen reeel en verschillend 
zijn, noemen we hP+ s~~lsP,l hyperbolisch en we beperken onsin het · 
" 
vervolg hier toe$ 
• 
Bij een gegeven oplossing (u,v) van het stelsel 6.1 behoren 
dus in ieder punt van het x,y-vlak twee verschillende richtingen, 
die twee scharen krommen be:palen, welke we subkarakteristieken noem 1 
De bijbehorende vier-dimensions.le krommen op het opperv·lak 6. 2 
noemen we lt~~~~.~!'.r.;.~~ .. ;~.~,~!l.• Noemen we de parameters la.nge de karak-
teristiekensoha.ren a en t, da.n kunnen we voor .··.6.6· echri.jven 
y t .. 
Uit 6.5 en 6.7 
afgeleiden van u. 
C Xt 
kunnen we nog 
en v bevatten: 
+ + A1 XS 
A1xt 
,. 6.7 
twee vergelijkingen a.:fleiden, die 1 
0 
0 
·6.8 
De oo\lffioienten c en A hangen expliciet slechte van x, y, u en v a: 
niet van e en t. 
Tot dusver hebben we een specie.le oplossing van 6.1 .· beechouwd. 
Vatten we nu echter · 6"' 7 en · 6.8 op ala een steleel vergelijkinge1 
voor vier onbekende functies x, y, u en v van a en t, dan voldoet 
blijkens de afleiding iedere oplossing van 6.1. aan dit stelael, 
terwijl eenvoudig in te zien is, dat iedere oplossing van 6.7 en 
6.8 ook aan 6.1 voldoet. 
Het stelsel 6. 7 en ·· 6. 8 heeft de volgende prettige eigenschs.p• 
pen: 
1. In twee der vergelijkingen wordt ui talui tend naar e gediffe:~~Pnti· 
eerd, in de andere uitsluitend naar t. 
2. De coefficienten ha.ngen niet van s en t, doch alleen van de onaf, 
hankelijke variabelen a:f kononiok & systeem • 
functies .. 
I l?tl l IW RII 117 
De vergelijkingen (6 .. 7) en -6.8 geven een goed uitgangspunt voor 
theoretische en numarieke beschouwingen vgl. Sauer. 13] ... We kunnen 
ze echter in een andere gedaante brengen, die nog grotere voordelen 
heeft deze vorm is echter alleen in speciale gevallen e.xpliciet op 
te achrijven. 
Beschouw de totale differentiaalvergelijking 
A+ du+ A+ dv = 0 7.1~ 2 3 
waarin we u en v ala variabelen en x en y ala pa.ra111eters b·eschouwen. 
x,y · de bijbehorende inte-
graal hiervan deze bestaan zeker; van de mogelij • ... eid om bij een 
gegeven stelsel eenvoudig een integrerende factor.· te vinden, hangt 
de practische bruikbaarh~id van de volgende herleiding a.f. 
Beschouwen we u en v ala functies van x en y · via de variabelen 
sent; we nemen aa.n dat de voorkomende functionaaldeterminanten 
0 z 1 j n ,. , da.n k ..... 
Er geldt nu: 
12 
F' .. + . . u .. v·x y., .. ,. 
,' ,. .,, 
',, + 
,_~ f 
it:: I: 
., s 
' ' 
' 
y -8 
.. F+ u + F. + V + + + F X U S V 8 X S 
u + 8 
+ 
+ + + F - · A x . 
X 1 . B 
+ F X X + 8 
waarbij 7.1a en 6.8a gebruikt z1Jn;met ·7.,7a levert d1t tenslott 
als 
' ' 0 
+ + C F y 
Analoog 1s er een integraal F- u>v,x>y,=f ·x,y 
van 
bij integrerende factor 
Hiervoor geldt: 
met -a 
- 0 
-
- - -F ,.,. c 
X 
f+ en r- noemen we karakteristieke ft1ncties. 
Uit de 7.2 
7.4a 
·7.2b 
·7.1b' 
7 .4b. 
en f en eventueel ook expliciet van x en y .. bepalen en h1ervan 
en we dus ook c± en a± als functies 
In plaats van de vier vergelijkingen · 6. 7 en 6 .8 hebb,en we dua 
twee vergelijkingen 7. 3 gekregen, die we aldus .. en lezen: 
la11gs een + karakter1at1ek, waar 
+ 
dy 
geldt 
c dx 
+ + + 
d f - a dx. 
Dat deze vorm zich zeer goed leent voor d1fferent1emethoden, 11gt 
voor de hand~ In 9. kornen we hierop terug. Ook bij theoret1sehe 
beschouwingen zijn de ka.rakt·eristieke funct1es een belar1gr1jk hulp-
, _, -· ...... 
middel vgl. Schonfeld L12J en Stoker _10J 
-~· 
8. Toepassin. o de 
--------
. ...... 
Reeds in 1900 heeft ?:1aasa11 L 1 _: een grafisehe methode aangegeven 
ter integratie van de getijden-vergelijkingen., die neerkomt op de 
bovengeschetste behandelingsw1J ze. Pas in het laatste decenni1.1m heb ··· ... 
~ ~ - .. 
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w • 
Schonfeld · 12 .• In het volgende 
sluiten we in hoofdzaak bij Schonfeld aan. 
We schr1jven de verg~e l ijkingen 1 .12a. .. en · 1 . 13. in de vorm: 
h + vh + hv - r1 t X X 
Vt + ,•-r h + vv Cl r2 ' ' b X X 
waarin q ... 
& t I 
-
hv db 
- en r 
X 2 
% 
in het algemeen functiea van tJ x, hen v zijn. 
D·e matrix 6.4 wordt da.11: 
' I 1 0 V ; 
I 
' I 
t 0 1 • g 
• 
-0 .. 
\ 0 0 
en voor 6w5 kriJgen we: 
"' .. 
: vt - X 
rang 
• 
.. 
gt 
h • r, 
l 
\ 
\ 
V r2 
• 0 h 
.. 
V / 
I 
• ht 
• • 
vt-x 
Als karakteristie en-voorwaarde volgt 
+ 
. - -
X C t 
+ - -
met C V + \ gh 
. . \ 
r t-h , 1 ; = 1 
' 
• • I 
I 
h1eruit 
8. 1 
.· 8.2 
8.3 
8.4 
8.5 
' ' 
' 
' 
In alle physisch zinvolle gevallen h) O ·· is ons stelsel dus hype 
bolisch. 
De vergelijkingen 6.8 word.en nu 
• 
V + 
-· 
g r t n · 1 0 
in de verg.met het + teken betekent de .. differentiatie naa.r een va 
Als 
De totale diff.verg. 7.1 warden nu: 
dv + g dh n 0. 
integrerende factoren nemen we 1~ J 
+ 
, 
+ • 
We krijgen dan als karakteristieke variabelen 
+ 
f x.,y gh + ½ V 
+ 
·-Er geldt nu f '"2,f± 
+ '.\ f :I:-4J • + C t 1■ t' . -~ ..... (_I X. 
• 
+ ½ V + g . ' ·. n h = 
l ·. g 
= 2 Fi r1 
• + r 2 · ... t 
+ 
-cr~v-o~ 1 i itri ncr 1.rnnr f"- hPhhAn we dus .. 
· 8.6 
met 
Uit B~6 
dus 
+ 
'r (i •· 
~~ s:z: (. t, 
+ 
a 
volgt: 
-C 
V 
h 
+ Ook kunnen we a-
+ 
+ C 
1 g 
2 \: n 
r+ 
-
:r + + 
4 
+ 
~-f 
':;.:II 
<.· X 
g r 
Fi 1 
f -
f-
g 
~ -~ 
+ a 
2 
• 
-
1 r+ 3 r-~ -~ 
+ 
0 
db + 1 
. X - 2 
en t uitdru 
In het.bijzondere geval 
krijgen we 
+ 
a 
V ~ V{ 
, ~ I • -
C h 
+ 
. 2 
C 
sgn 
8.7 
• 
8.8 
8.9 
8.10 
0, en 
9. Numerieke integratie va.r1. de vergelijkingen ·8.7 . 
De vergelijkingen 8.7 
lezen: 
nen we zoals reeds opgemer· , aldus 
langs een + sub-k---·"akt,..~ristiek geldt: 
dx = c + dt 
9 .1 
langs een - f'-i_b-karakteristiek geldt 
dx 
9.2 
Vervangen we difrerentialen door differenties, dan is direct duide 
lijk hoe een benaderingsoplossing voor bijvoorbeeld het probleem van 
Cauchy beginwaardeprobleem gevonden kan warden. 
als run~ties va.n x 
gegeven, dar1 kennen we dus langs de lijn t O in een t-x vlak de 
richting van de sub-Y-r\"-~.kteristieken zie figuur . Met behulp hier. ~w -
kan nu het snijpunt B van de+ sub-karakteristiek en de - sub-karak"-
teristiek die in 
gevonden worden. 
Uit .1b · en 9.2b volgt dan 
r+ B1 r+ A2 
+ 
t;~ a 
r- f- -1 '--· A -a ,,, •.#<" _, 1 
A2 .t B 1 
.t B1 A1 . • 
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• 
+ 
\ 
• • 
\ 
\, 
• 
sub-karQ vinden we dus f 
0 in • , 1 , , 
' 
• enz C , waarna we d~ 
/ 
_.,,,,. 
,, 
1 
Ji • 
, 
,/ 
• 
• 
' 
-· 
• 
' 
' \ 
, 
b-kar. 
t 
+ 
waarden van c en 
+ . 
a- in enz. be-
rekenen nen. 
Het is duidelijk 
dat het hier ge-
schetste , .. 'oeede 1 
nog voor verbete-
ring vatbaar is. 
Het kan bewezen 
worden dat een 
dergelijk dif':fere1 
tie-precede convergeert~ d.w.z. dat de uitkomsten naderen tot de op-
lossing van de differentiaalvergelijkingen, als de maaswijdte van het 
karakteristieken-nat naap O gaat. Indien er ran~voorwaarden zijn, 
en nu kan met behulp van 
+ I 
waarden van r- aldaar gaat nu weer zonder moeilijk 
heden" 
bi j , d . w. z • I V ' < gh • 
Dit is het z.g. sub-kritische geval stromend water, te vergelijken 
met het subsone geval in de gasdynamica C Het superkritlsche geval 
•-·--
\ vl ) gh, schietend water treedt in de practijk slechts in zeer 
bijzondere gevallen op. 
In een netwerk van kanalen zijn bij een knooppunt van n kanalen steed 
n overgangsvergelijkingen gegeven vglo 2 opm.c . De karakteristieke 
integratie verloopt nu als volgt: 
van ieder der kanalen voor 
alle kanalen zij x = O in het knooppunt kunnen we de waarden van 
- - . 
f1, 
den 
met machtreeksen, waar we steeds uit moeten gaan van dubbele rand 
voorwaarden en een sterk vertakt kanalen-net tot zeer uitgebreide 
iteraties aanleiding zou geven, treden hier dus niet op. 
Bij het berekenen van getijden warden in het algemeen periodieke o .......... 
lossingen gevraagdi waarbij van de zeezijde de variaties van h of 
beter: van H gegeven zijn. Aan de andere zijde lopen de kanalen r:·:,ve:. 
door rivieren of is er ergens een voorwaarde, bv. Q, ~~ 0 afge 
sloten zeearm 0 
De methode der karakteristieke integratie is niet 
de periodieke oplossing te vinden - we moeten steeds uitgaan van een 
• 
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• begintoestand. Hiervoor kunnen we bv. nemen de rusttoestand of, als 
• 
er boven afvoer is, de stationaire toestand, of een toestand die 
, 
een ruwe benadering vormt van de te verwachten periodie)ce toestand. 
Uitgaande hiervan moeten we het verloop van de beweging in de tijd 
hierna berekenen, zolang tot de resultaten in voldoende mate periodiek 
zijno In een door Sch~nfeld doorgerekend geval bleek dit binnen twee 
volle perioden het geval te zijn. 
10. Vergelijking van de verschillende methoden. 
' I Schonfeld vergelijkt in zijn dissertatie de verschillende bereke-
ningsrnethoden en komt daarbij tot de volgende resultateno 
1. Een enkelvoudig harmonische methode levert, indien aan het re-
sultaat geen hoge eisen gesteld warden, vrij snel een resultaat_ 
2. De meervoudige harmonische methoden vergen zeer veel meer tijd 
dan de karakteristieke methoden. 
3. Bij een enkelvoudig kanaal vergt een machtreeksenmethode meer 
tijd dan een karakteristieke methode. 
Bij een vertc.kt k~·.nt-:.lr~nstelsen zijn de m~~c11treeks·enmethoden 
prsctisch onbruikbaar. 
f 
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